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Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la
suite.

H Espace de Hilbert.
X ′ Dual topologique de X.
BVP Problème aux limites de second ordre.
Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R mesurable : |u|p ∈ L1(Ω)

}
avec 1 ≤ p <∞.

‖u‖Lp =
( ∫

Ω |u(x)|pdx
) 1
p .

L∞(Ω) = {u : Ω→ R mesurable et ∃C : |u(x)| ≤ C p.p sur Ω}.
‖u‖L∞ = inf{C : |u(x)| ≤ C p.p sur Ω}.
C(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω.
D(A) : Domaine de définition d’un opérateur borné A.
R(A) : Image de A qui est noté aussi par ImA.
(X, d) : Espace métrique.
(., .) : Définit un produit scalaire.
< ., . > : Crochet du dualité.
L(X, Y ) : Ensemble des applications linéaires continues.
↪→ : On écrit X ↪→ Y pour signifier que X est inclus dans Y

et que l’injection canonique de X dans Y est continue.
↪→↪→ : On écrit X ↪→↪→ Y pour signifier que X est inclus dans Y

et que l’injection canonique de X dans Y est compacte.
p.p Presque partout.
∂vF Dérivée directionnelle de F dans la direction v.
dF Dérivée au sens de Fréchet qui est noté aussi par F ′.
dGF Dérivée au sens de Gâteaux.
EVP Principe variationnel d’Ekeland.
CFPT Théorème point fixe de Caristi.
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NOTATION

s.c.i Semi continue inférieur.
s.c.s Semi continue supérieur.
f.s.c.i Faiblement semi continue inférieur.
f.s.c.s Faiblement semi continue supérieur.
D(J) Domaine de définition de J .
Cl([0,+∞),R) = {u ∈ C([0,+∞),R) : lim

x→+∞
u(x) existe }.
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Introduction générale

Le principe variationnel d’Ekeland a été un résultat clé utilisé dans divers domaines
d’analyse tels que l’analyse en point fixe, l’optimisation et la théorie du contrôle optimal.
Dans ce travail on va donnér quelques des applications du principe variationnel d’Ekeland
au théorème de point fixe de Caristi, au théorème de point fixe de Banach et au théorème
de minimisation de Takahashi fait l’objet.
En outre, dans ces contextes, je suis motivé pour explorer une version à valeurs multiples
du principe et étudier son équivalence avec une version à valeurs multiples du théorème de
point fixe de Caristi et du théorème de minimisation de Takahashi.
Depuis la naissance du calcul des variations, on s’est rendu compte que lorsqu’elles s’ap-
pliquent, les méthodes variationnelles peuvent obtenir des résultats qui peuvent parfois être
plus efficaces que beaucoup d’autres méthodes. En outre, elles s’appliquent à un très grand
nombre de situations. Il a été démontré, il y a plusieurs décennies, que les solutions de
beaucoup de problèmes sont en fait des points critiques de certaines fonctionnelles.
Dans ce mémoire, on présente quelques-uns des travaux dans l’article [2] qui utilisent le
principe variationnel d’Ekeland pour étudier des problèmes aux limites. Beaucoup de nou-
veaux résultats ont été obtenus récemment par des chercheurs, en utilisant cette approche
et dans certains cas, des résultats semblables n’ont pas été obtenus par d’autres méthodes.
Donc, on établit que la solution proposée d’un problème aux limites est un point critique
d’une certaine fonctionnelle J sur un espace approprié, c’est-à-dire un point u dans l’espace
où J ′(u) = 0. Trouver les points où les dérivées s’annulent se ramène à la résolution du
problème.
Cette mémoire est organisé comme suit :
Dans le premier chapitre, nous avons donné quelques outils de base qui sont utilisés par la
suite.
Nous avons divisé le travail en trois sections. Dans la première section, nous avons abordé
quelques caractéristiques d’opérateurs comme la continuité, la différentiabilité, les proprié-
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

tés de semi-continuité de fonctionnelles.
Nous avons présenté dans la deuxième section la théorie de point critique ainsi que la théo-
rie de minimisation.
Dans la troisième section, nous avons donné un rappel sur l’espace Lp et présenté le lemme
de compacité ( lemme de C. Corduneanu).
Dans le deuxième chapitre, notre objectif est montrer le principe variationnel d’Ekeland
(forme forte) et quelques corollaires dérivées. Le (EVP) employée sur une fonctionnelle J
et un espace métrique complet et autres conditions.
Le premier résultat dit que le presque minimiseur de la fonctionnelle J est aussi un presque
point critique. Et on déduire de principe variationnel d’Ekeland plusieurs théorèmes de
points fixes et les relations entre le (EVP) avec les autres théorèmes.
En fin, on va présenter le travaille de l’article [2], qu’ est intéressé à étudier l’existence de
solutions pour le problèmes aux limites suivant :{

−u′′(x) + u(x) = λq(x)f(x, u(x)), x ∈ [0,+∞),
u(0) = u(+∞) = 0. (1)

Dans ce cas, nous avons trouvé que
le résultat dit que sous les conditions suivantes sur les fonctions f, p, q et les constantes
suivantes :

(H0) il existe des constantes a, b ∈ R+ \ {0} et θ ∈ (0, 1) tel que

|f(x, u)| ≤ a|u|θ + b, ∀x ∈ R+, ∀u ∈ R,

(H1) p : [0,+∞) −→ (0,+∞) est continuement différentiable et borné,

q : [0,+∞) −→ R+, avec q ∈ L1[0,+∞) ∩ L∞[0,+∞), q
pθ
, q
p2 ∈ L1[0,+∞),

M0 =
+∞∫
0
q(x)

(
+∞∫
x

ds
p(s)

)
dx < +∞, et M = max(‖p‖L2 , ‖p′‖L2) < +∞.

(H2) f(x, 0) = 0, lim
u→0

f(x, u)
u

= +∞, uniformément pour x ∈ [0,+∞).

Alors le problème (1) a au moins une solution uλ pour chaque λ ∈
(

0, 1
‖p‖∞M0

)
qui vérifie :

+∞∫
0

(
u′λ(x)ϕ′(x) + uλ(x)ϕ(x)

)
dx− λ

+∞∫
0

q(x)f(x, uλ(x))ϕ(x)dx = 0,

2



INTRODUCTION GÉNÉRALE

pour tout ϕ ∈ H1
0 (0,+∞), c’est-à-dire, 〈J ′(uλ), ϕ〉 = 0 pour tout ϕ ∈ H1

0 (0,+∞). Ainsi
uλ est un point critique de la fonctionelle J, qui est une solution faible (classique) de notre
problème. Pour la démonstration, on a utilisé des lemmes nécessaires ainsi que le principe
variationnel d’Ekeland.

3



Chapitre I

Quelques outils de base

Dans ce chapitre, on donne quelques notions élémentaires qui sont nécessaire par la
suite.

I.1 Les opérateurs sur les espaces de Banach

Soit X et Y, deux espaces de Banach.

Définition I.1. (Opérateur linéaire borné)[16] Soit A un opérateur linéaire, tel que
D(A) = X et R(A) ⊂ Y . On dit que A est borné, s’il est borné sur la boule unité B̄(0, 1).
C’est-à-dire, si l’ensemble

{‖Ax‖, ‖x‖ ≤ 1}

est borné.

Conformément à cette définition, si A est borné, il existe une constante c > 0 telle que,
pour tout x avec ‖x‖ ≤ 1, on a l’inégalité

‖Ax‖ ≤ c.

Théorème I.1. [16] A est borné, si est seulement si, il existe une constante c > 0, telle
que

‖Ax‖ ≤ c‖x‖,

pour tout x ∈ X.

Définition I.2. (Espace dual)[15] L’ensemble des fonctionnelles linéaires continues dé-
finies sur un espace vectoriel normé constitue un espace vectoriel. On l’appelle dual de
l’espace X et on note X ′.
On munit X ′ de la norme

‖f‖X′ = sup
x∈X,‖x‖≤1

| 〈f, x〉 |, ∀f ∈ X ′ .

4



I.1. LES OPÉRATEURS SUR LES ESPACES DE BANACH

X
′ muni de cette norme est un espace de Banach et on a l’inégalité

|〈f, x〉| ≤ ‖f‖X′‖x‖X , ∀f ∈ X ′ , ∀x ∈ X.

Définition I.3. (Convergence faible) On dit qu’une suite (xn) ∈ X converge faiblement
vers x, si

pour tout f ∈ X ′ , 〈f, xn〉 −→ 〈f, x〉,

et on écrit xn ⇀ x.

Proposition I.1. [6] Soit (xn) une suite de X. On a

1. Si xn −→ x, alors xn ⇀ x.

2. Si xn ⇀ x, alors (xn) est bornée et ‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖.

Proposition I.2. [6] Lorsque X est de dimension finie, une suite (xn) converge faiblement,
si et seulement si, elle converge fortement.

Définition I.4. (Réfléxivité) Soit X un espace de Banach et soit i l’injection canonique
de X dans X ′′. On dit que X est réflexif, si i(X) = X

′′
, où X ′′ est le bidual de X.

Définition I.5. (Séparabilité) Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est séparable
si X admet une partie dénombrable et dense.

Définition I.6. On dit que l’espace X est faiblement compacte si et seulement si compact
pour la topologie faible.

Théorème I.2. [6] Un espace de Banach X est réflexif, si et seulement si sa boule fermée
est faiblement compacte.

Corollaire I.1. [6] Si X est un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée (xn) ⊂ X

avec ‖xn‖ ≤ M contient une sous suite qui converge faiblement vers un élément x ∈ X

vérifiant ‖x‖ ≤M.

I.1.1 Continuité des opérateurs

On va considérer des opérateurs T deX dans Y et on va donner une définition concernant
les propriétés de la continuité de T.
La notion plus simple est la suivante
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I.1. LES OPÉRATEURS SUR LES ESPACES DE BANACH

Définition I.7. L’opérateur T : X → Y est dit continu en x, si pour toute suite (xn) ⊂ X

qui converge vers x, T (xn) converge vers T (x) dans Y .
T est dit continu sur Ω ⊂ X si T est continu en tout point x ∈ Ω.

Définition I.8. Un opérateur T : X → Y est dit compact s’il est continu et a la propriété.
Pour toute suite (xn) bornée dans X, la suite (T (xn)) admet une sous suite convergente.

Définition I.9. Soit (X, ‖.‖1) et (Y, ‖.‖2) deux espaces de Banach. Un opérateur T : X →
Y est dit complètement continu s’il est continu et l’image de tout ensemble borné de X est
compact dans Y.

I.1.2 Semi-continuité

Définition I.10. 1. On dit qu’une fonctionnelle f : X → R est semi-continue inférieu-
rement (s.c.i) au point x0, si pour chaque suite (xn) ⊂ Ω, telle que xn → x0, on
a

f(x0) ≤ lim inf
n→∞

f(xn).

2. On dit que f est semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point x0, si pour toute suite
(xn) ⊂ Ω, telle que xn → x0, on a

f(x0) ≥ lim sup
n→∞

f(xn).

Exemple I.1. 1. Soit la fonctionnelle f : R→ R définie par

f(x) =
{
−1 si x ≤ 0

1 si x > 0.

Alors f est semi-continue inférieurement (s.c.i.) à x0 = 0 mais n’est pas semi-continue
supérieurement.

2. Soit la fonctionnelle f : R→ R définie par

f(x) =
{
−1 si x < 0

1 si x ≥ 0.

Alors f est semi-continue supérieurement (s.c.s.) à x0 = 0 mais n’est pas semi-
continue inférieurement.

Définition I.11. 1. Une fonctionnelle f : X → R est dite faiblement semi-continue
inférieurement (f.s.c.i.) au point x0, si pour chaque suite (xn) ⊂ Ω telle que xn ⇀ x0,
on a

f(x0) ≤ lim inf
n→∞

f(xn).

6



I.1. LES OPÉRATEURS SUR LES ESPACES DE BANACH

2. On dit que f est faiblement semi-continue supérieurement (f.s.c.s.) au point x0, si
pour toute suite (xn) ⊂ Ω, telle que xn ⇀ x0, on a

f(x0) ≥ lim sup
n→∞

f(xn).

Exemple I.2. Soit la fonctionnelle J définie sur un espace de Hilbert H comme suit

J : u→ ‖u‖2,

alors J est faiblement semi-continue inférieure (f.s.c.i.). En effet, soit (un), telle que un ⇀
u, on montre que

‖u‖2 ≤ lim inf
n→+∞

‖un‖2.

On a

‖un − u‖2 = (un − u, un − u)

= ‖un‖2 − 2(un, u) + ‖u‖2 ≥ 0,

et comme H′ = H et un ⇀ u, donc

∀u ∈ H : (un, u)→ (u, u) = ‖u‖2.

Alors
‖un‖2 ≥ ‖u‖2, ∀n ∈ N,

il résulte que
‖u‖2 ≤ lim inf

n→+∞
‖un‖2.

Remarque I.1. 1. Il est facile de voir que si f est continue en x0, alors f est (s.c.s.)
et (s.c.i) et inversement.

2. Si f est faiblement continue en x0, alors f est (f.s.c.s.) et (f.s.c.i.) et inversement.

I.1.3 Opérateurs différentiables

Définitions et propriétés fondamentaux
La dérivée au sens de Fréchet

Soient X et Y deux espaces de Banach, U un ouvert de X.

7



I.1. LES OPÉRATEURS SUR LES ESPACES DE BANACH

Définition I.12. Soit u ∈ U et F : U → Y. On dit que F est différentiable au point u s’il
existe une application linéaire continue A ∈ L(X, Y ), telle que si on considère

R(h) = F (u+ h)− F (u)− A.h, pour h ∈ X, petit.

Alors
R(h)
‖h‖

→ 0 lorsque ‖h‖ → 0,

c’est-à-dire

∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que si ‖h‖X ≤ δ, alors ‖R(h)‖Y ≤ ε‖h‖X .

Si une telle application A ∈ L(X, Y ) existe, elle est forcément unique. On note par

A = dF (u).

Elle est appelée différentielle (au sens de Fréchet) de F en u, ou encore application linéaire
tangente à F en u. En l’absence de précision supplémentaire différentiable signifiera dans
la suite différentiable au sens de Fréchet.

Exemple I.3. 1. Si F (u) = c. Alors F Fréchet différentiable et

dF (u) = 0, ∀u.

2. Si A ∈ L(X, Y ) A(u+ h)− A(u) = A.h et donc dA(u) = A, ∀u ∈ X.

3. Si X = H est un espace de Hilbert et F (u) = ‖u‖2 = 〈u, u〉, alors

dF (u)h = 2〈u, h〉.

On a ensuite toutes les propriétés classiques.

Proposition I.3. [13]

i) Soit F et G deux applications de U vers Y . Si F et G sont différentiables en u ∈ U.

Alors ∀λ, µ réels λF + µG est différentiable en u, et

d(λF + µG)(u) = λdF (u) + µdG(u).

ii) Soit X, Y et Z trois espaces de Banach, U un ouvert de X, et V un ouvert de Y . Soit
F : U → Y et G : V → Z, tels que F (U) ⊂ V. Si F est différentiable en u et G est
différentiable en v = F (u), alors G ◦ F est différentiable en u et

d(G ◦ F )(u) = dG(v) ◦ dF (u), v = F (u),

8



I.1. LES OPÉRATEURS SUR LES ESPACES DE BANACH

c’est-à-dire
d(G ◦ F )(u)h = dG(v)[dF (u)h].

La différentielle de G ◦F est donc la composition des applications linéaires continues
dF (u) et dG(v), pour v = F (u).

Différentiabilité au sens de Gâteaux
Commençons par définir la notion de dérivée directionnelle.

Définition I.13. Soit F : U → Y, u ∈ U. Soit v ∈ X, v 6= 0. On appelle dérivée direction-
nelle en u de F dans la direction v, notée ∂vF (u), la limite lorsqu’elle existe.

∂vF (u) = lim
t→0

F (u+ tv)− F (u)
t

.

La notion de dérivée directionnelle est donc une extension de la notion de dérivée partielle.
Si F est Fréchet différentiable, alors pour tout v ∈ X la dérivée directionnelle dans la
direction v est donnée par

∂vF (u) = dF (u)v.

En effet,
F (u+ tv) = F (u) + dF (u)(tv) +R(tv).

Donc
F (u+ tv)− F (u)

t
= dF (u)(v) + R(tv)

t
,

R(tv)
t
→ 0, lorsque t→ 0.

Définition I.14. On dit que F : U → Y est Gâteaux différentiable en u (G-différentiable
en u), s’il existe une application linéaire continue A de X vers Y, c’est-à-dire A ∈ L(X, Y ),
telle que pour tout v ∈ X, la dérivée directionnelle de F en u dans la direction v existe et
est égale à A(v), c’est-à-dire

∂vF (u) = lim
t→0

F (u+ tv)− F (u)
t

= A(v), t→ 0, ∀v ∈ X.

On vérifie alors que, si une telle application A existe, elle est unique. On note

A = dGF (u).

9



I.1. LES OPÉRATEURS SUR LES ESPACES DE BANACH

Proposition I.4. [13] Si F est Fréchet différentiable en u, elle est Gâteaux différentiable
en u et

∂GF (u) = dF (u).

La réciproque est fausse en général, même en dimension finie.

Exemple I.4. Soit F : R2 → R,

F (x, y) =
{

x
y
(x2 + y2), si y 6= 0

0, si y = 0.

La G-différentiabilité n’implique pas la continuité de F (alors que bien entendu la différen-
tiabilité au sens de Fréchet l’implique).
En revanche, si on sait que F est C1 au sens de Gâteaux, alors F est Fréchet différentiable
sur U et les deux notions coïncident et on a

Théorème I.3. [13] Soit F : U → Y une application G-différentiable (U ouvert de X). On
suppose que l’application v 7→ dGF (v) est continue sur U. Alors F est Fréchet différentiable
sur U et

dF (v) = dGF (v), ∀v ∈ U.

Démonstration. Soit r ∈ (0, 1] tel que Br(u) ⊂ U . Puisque dGF : U → X
′ est continu à

u, pour chaque ε > 0 il existe δ ∈ (0, 1] tel que

‖dGF (u+ tv)− dGF (u)‖ < ε pour ‖v‖ < δ, |t| < 1. (I.1)

D’autre par, pour chaque v ∈ Br(0) la fonction

t ∈ [0, 1] 7→ (dGF (u+ tv), v),

est la dérivée de la fonction

g(t) = F (u+ tv) t ∈ [0, 1].

Par conséquent
1∫

0

(dGF (u+ tv), v)dt = g(1)− g(0) = F (u+ v)− F (u).

Donc

F (u+ v)− F (u)− (dGF (u), v) =
1∫

0

(dGF (u+ tv)− dGF (u), v)dt. (I.2)

10



I.2. THÉORIE DES POINTS CRITIQUES

Soit

R(u, v) =
1∫

0

(dGF (u+ tv)− dGF (u), v)dt.

D’après (I.1), pour tout v ∈ Bδ(0), nous avons que

‖R(u, v)‖ ≤
1∫

0

‖dGF (u+ tv)− dGF (u)‖‖v‖dt

≤ ε‖v‖.

Pour cette raison R(u, v) = o(‖v‖) quand ‖v‖ → 0. Ensuite, (I.2) montre que dGF (u) est
le dérivé de Fréchet de F à u.

Remarque I.2. En pratique, il est plus facile de vérifier la différentiabilité au sens de
Gâteaux. Si on veut prouver que F est C1, il suffit donc de prouver qu’elle est Gâteaux
différentiable, puis de vérifier que la différentiable dGF est continue.

I.2 Théorie des points critiques

I.2.1 Points et valeures critiques

Proposition I.5. [13] Soit X un espace de Banach, et J une application de X vers R, soit
u ∈ X. On suppose que

J(u) = inf
v∈X

J(v),

c’est-à-dire
J(u) ≤ J(v), ∀v ∈ X.

Alors, si J est Gâteaux-différentiable en u, on a

dGJ(u) = 0.

Démonstration. Sous l’hypothèse de ce proposition, supposons sans perte de généralité
que u0 est un point minimum (sinon considérons la fonction −J au lieu de J).
Comme u0 ∈ U et U est ouvert, il existe un nombre réel positif r tel que la boule ouverte
Br(u0) est contenu dans U.
Maintenant, soit h ∈ X \ {0}. Alors, pour chaque t tel que

|t| ≤ r

‖h‖
, on a, J(u0 + th) ≥ J(u0),
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et ainsi par le Gâteaux différentiabilité de J à u0, nous avons

dGJ(u0)(h) = lim
t→0+

1
t
[J(u0 + th)− J(u0)] ≥ 0.

Il s’ensuit également que dGJ(u0)(−h) ≥ 0, i.e., dGJ(u0)(h) ≤ 0, par linéarité de dGJ(u0).
Par conséquent dGJ(u0)(h) = 0, pour tout h ∈ X en effet. Ainsi dGJ(u0) = 0.

Définition I.15. Soit u0 ∈ X. On dit que u0 est un minimum local pour J s’il existe δ > 0
tel que

J(u0) ≤ J(v), ∀v ∈ B(u0, δ).

On a alors

Proposition I.6. [13] Soit u0 ∈ X, un minimum local de J. Alors si J est Gâteaux diffé-
rentiable en u0, alors

dGJ(u0) = 0.

Définition I.16. Soit J une fonctionnelle différentiable de X vers R. Un point u ∈ X est
dit critique pour J ssi

dJ(u) = 0.

Définition I.17. On appelle valeur critique, de la fonctionnelle J , de classe C1 définie sur
X, un nombre c ∈ R, tel qu’il existe u ∈ X, tel que

J(u) = c, dJ(u) = 0.

I.2.2 Suite minimisante et infimum

Définition I.18. (Suite minimisante) Une suite minimisante d’une fonctionnelle J :
X −→]−∞,+∞] est une suite (xn) telle que

lim
n−→+∞

J(xn) = inf
x∈X

J(x).

Théorème I.4. [13] Soit X un espace de Banach réflexif, et J une fonctionnelle définie
sur X, telle que

1. J est (f.s.c.i),

12
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2. la suite minimisante de J est bornée sur X,

alors J atteint son infimum sur X.

Théorème I.5. [15] Soit C un ensemble convexe fermé de X, Banach réflexif.
Soit J : C → R ∪ {+∞}. On suppose

i) J coercive et J 6= +∞, c’est-à-dire

lim
‖u‖→+∞

J(u) = +∞.

ii) J (s.c.i) pour la convergence faible. Alors il existe u ∈ C, tel que

J(u) = inf
v∈C

J(v) (< +∞).

Si de plus J est Gâteaux-différentiable en u, alors dGJ(u) = 0.

I.3 Espace de Lebesgue et Sobolev

I.3.1 Les espace Lp

Dans la suite, Ω désigne un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue dx et on
désigne par L1(Ω) l’espace de fonction intégrables sur Ω à valeur dans R. On pose

‖f‖L1(Ω) =
∫

Ω
|f(x)|dx, ou ‖f‖L1 =

∫
Ω
|f |.

Théorème I.6. (Théorème de convergence dominée de Lebesgue)[6] Soit (fn) une
suite de fonctions de L1. On suppose que

(a) (fn(x))→ f(x) p.p. Sur Ω.

(b) Il existe une fonction g ∈ L1(Ω), telle que pour chaque n, |fn(x)| ≤ g(x) p.p. Sur Ω.
Alors

f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1 → 0, n→∞.

Définition I.19. Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞, on pose

Lp(Ω) = {f : Ω→ R, mesurable et |f |p ∈ L1(Ω)}.

On note ‖f‖Lp = (
∫
Ω |f(x)|pdx)

1
p , et ‖.‖Lp est une norme.
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Définition I.20. On pose

L∞(Ω) = {f : Ω→ R, mesurable et ∃C : |f(x)| ≤ C p.p sur Ω}.

On note
‖f‖L∞ = inf{C : |f(x)| ≤ C, p.p sur Ω}.

Théorème I.7. [6] L’espace Lp est réflexif pour 1 < p < ∞, et son dual est Lq tel que
1
p

+ 1
q

= 1.

I.3.2 Lemme de compacité

Lemme I.1. (C. Corduneanu)[1] Soit D ⊂ Cl([0,+∞),R) un ensemble borné. Alors D
est relativement compact si les conditions suivantes sont vérifiées :
(a) D est équicontinu sur tout sous-intervalle compact de R+, i.e.

∀ J ⊂ [0,+∞) compact,∀ ε > 0, ∃ δ > 0, ∀ x1, x2 ∈ J :

|x1 − x2| < δ =⇒ |u(x1)− u(x2)| ≤ ε,∀ u ∈ D,

(b) D est équiconvergent à +∞ i.e.,

∀ ε > 0,∃ T = T (ε) > 0 tel que

∀ x : x ≥ T (ε) =⇒ |u(x)− u(+∞)| ≤ ε, ∀u ∈ D.
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Chapitre II

Principe variationnel d’Ekeland,
quelques théories

Dans ce chapitre, on étudie le principe variationnel d’Ekeland et quelques résultats
théories.

II.1 Principe variationnel d’Ekeland

Soit X un espace métrique complet et J : X −→ R une fonctionnelle semi-continu
inférieur, bornée inférieurement. Si (un)n est une suite minimisante, alors pour chaque
ε > 0 il existe n0 tel que pour n > n0

J(un) ≤ inf
X
J + ε.

On dit que u = uε est un ε− minimiseur de J si

J(u) ≤ inf
X
J + ε.

Le théorème d’Ekeland considère l’existence des points ε− minimiseur.

Théorème II.1. (principe variationnel d’Ekeland, forme forte 1974)([10], [8])
Soit (X, d) un espace métrique complet et J : X −→ R ∪ {+∞} une fonctionnelle semi-
continu inférieur, bornée inférieurement, et non identiquement égale à +∞ ( J 6≡ +∞).
Soit ε > 0 et u = uε ∈ X qui donne tel que

J(u) ≤ inf
X
J + ε.

Alors, pour tout λ > 0 il existe v = vε ∈ X tel que
(a) J(v) ≤ J(u),
(b) d(u, v) ≤ λ, et
(c) J(v) < J(w) + ε

λ
d(w, v), pour tout w ∈ X \ {v}.

Pour preuve théorème II.1 nous avons besoin à le théorème suivant
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II.1 Principe variationnel d’Ekeland

Théorème II.2. (Intersection de Cantor)[3] Supposons que (X, d) soit un espace mé-
trique complet, et {An}n∈N est une suite de sous-ensembles imbriqués fermés non vides de
X, tels que

A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃, ...

Dont les diamètres tendent à zéro ( lim
n→∞

diamAn = 0). Alors, l’ensemble
⋂
n∈N

An est constitué

d’un unique point.

Démonstration. Pour simplicifié, on dénote dλ(u, v) := 1
λ
d(u, v) et définir une relation

d’ordre partiel dans X
u ≺ v ⇔ J(u) ≤ J(v)− εdλ(u, v).

On a

u ≺ u ∀u ∈ X

u ≺ v, v ≺ u⇒ u = v, ∀u, v ∈ X

u ≺ v, v ≺ w ⇒ u ≺ w, ∀u, v, w ∈ X.

Prouvons la transitivité. Supposons que pour u, v, w ∈ X, u ≺ v et v ≺ w, ce qui signifie

u ≺ v ⇔ J(u) ≤ J(v)− εdλ(u, v),

et
v ≺ w ⇔ J(v) ≤ J(w)− εdλ(v, w).

Nous prouvons que
u ≺ w ⇔ J(u) ≤ J(w)− εdλ(u,w).

En effet, nous avons

J(u) ≤ J(v)− εdλ(u, v)

≤ J(w)− ε(dλ(v, w) + dλ(u, v))

≤ J(w)− εdλ(u,w).

Maintenant définir une suite de sous-ensembles (Sn)n. Soit u1 = u et

S1 := {w ∈ X : w ≺ u1}.
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II.1 Principe variationnel d’Ekeland

On construit inductivement une suite (un)n comme suit :

u2 ∈ S1 J(u2) ≤ inf
S1
J + ε

22

S2 = {w ∈ X : w ≺ u2}, ...

Sn = {w ∈ X : w ≺ un}

un+1 ∈ Sn J(un+1) ≤ inf
Sn
J + ε

2n+1 .

On a
S1 ⊃ S2 ⊃ ... ⊃ Sn ⊃ Sn+1 ⊃ ...

u1 � u2 � ... � un � un+1 � ...

Chaque Sn est fermé. En effet, soit vi ∈ Sn et lim
i→∞

vi = v ∈ X ce qui signifie

J(vi) ≤ J(un)− εdλ(vi, un).

Passant à la limite comme i→∞, par la semi-continuité inférieur de J et continuité de la
distance dλ, on a

J(v) ≤ J(un)− εdλ(v, un).

Ce qui signifie que v ∈ Sn.
Ensuite, nous avons

lim
n→∞

diamSn = 0. (II.1)

En effet, soit w ∈ Sn
J(w) ≤ J(un)− εdλ(w, un).

Par w ∈ Sn ⊂ Sn−1

J(un) ≤ inf
Sn−1

J + ε

2n ≤ J(w) + ε

2n ,

et
J(un)− ε

2n ≤ J(w) ≤ J(un)− εdλ(w, un).

Alors, ça donne la suit
dλ(w, un) ≤ 1

2n , ∀w ∈ Sn.

Puis pour w1 et w2 ∈ Sn

dλ(w1, w2) ≤ dλ(w1, un) + dλ(un, w2) ≤ 1
2n−1 , ∀w ∈ Sn,
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II.1 Principe variationnel d’Ekeland

ce qui prove (II.1).
D’après théorème d’intersection de Cantor ( théorème II.2), il existe unique v ∈ X

∞⋂
n=1

Sn = {v}.

Nous prouvons que v satisfait (a)− (c).
Puisque v ∈ S1 et v ≺ u1 = u. Ainsi, nous obtenons J(v) ≤ J(u)− εdλ(v, u) ≤ J(u),
lequel est (a).

Soit w 6= v. Si w ≺ v on a w ∈
∞⋂
n=1

Sn et alors w = v. Donc

J(w) > J(v)− εdλ(w, v),

ce preuve que (c).
Enfin, par lim

n→∞
un = v et

dλ(u, un) ≤
n−1∑
i=1

dλ(ui, ui+1) ≤
n−1∑
i=1

2−i ≤ 1,

il en résulte que dλ(u, v) ≤ 1, qui complète la preuve.

La constante λ en théorème II.1 le rend très flexible. Un choix fréquent est de prendre
λ =
√
ε et donc pour équilibrer les perturbations dans (b) et (c), nous obtenons la propriété

suivante.

Théorème II.3. ([5], [4])
Soit (X, d) un espace métrique complet et soit J : X → R∪{+∞} une fonctionnelle (s.c.i.),
bornée inférieurement. Suppose que ε > 0 et uε ∈ X satisfait

J(uε) ≤ inf
X
J + ε.

Alors, il existe v ∈ X tel que
(a) d(uε, v) ≤

√
ε,

(b) J(v) +
√
εd(uε, v) ≤ J(uε), et

(c) J(x) +
√
εd(x, v) > J(v), pour tout x ∈ X.

Démonstration. Posons λ =
√
ε dans le théorème II.1.
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II.1 Principe variationnel d’Ekeland

Théorème II.4. (Principe variationnel d’Ekeland)[7] Soit J : X → (−∞,+∞] une
fonction propre semi-continue inférieurement bornée inférieurement. Pour chaque u ∈ D(J)
et chaque ε > 0 fixé. Alors, il existe v ∈ X tel que

(a) J(v)− J(u) + εd(u, v) ≤ 0,

(b) J(v) < J(x) + εd(x, v), pour tout x ∈ X \ {v}.

Remarque II.1. Principe variationnel d’Ekeland (II.1), équivalent au théorème II.4, pour
plus détail voir [7].

Autres formes Nous présentons quelques corollaires dérivés de principe d’Ekeland.

Théorème II.5. (Principe variationnel d’Ekeland, forme faible 1979)[8]
Soit (X, d) est un espace métrique complet et soit J : X → R∪{+∞} une fonctionnelle qui
est semi-continu inférieur, bornée inférieurement. Alors, pour tout ε > 0, il existe uε ∈ X
qui satisfait

J(uε) ≤ inf
X
J + ε,

et chaque fois w ∈ X avec w 6= uε, alors

J(uε) < J(w) + εd(uε, w).

Démonstration. Nous montrons que il existe uε un ε− minimiseur. Soit ε > 0 et on mettet

ε0 = min{1
2 , ε

2},

pour que 0 < ε < 1 on a ε0 ≤ ε. Alors par la propriété de l’infimum

∃u0 ∈ X tel que J(u0) < inf
X
J + ε2

0.

Alors u0 est un ε2
0− minimiseur de J. Soit

κ0 := 1
ε0
> 1,

afin que on peut appliquer le théorème II.1 pour obtenir l’existence de certains uε ∈ X tel
que

J(uε) < J(w) + ε2
0κ0d(w, uε), ∀w 6= uε.
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II.1 Principe variationnel d’Ekeland

Puisque κ0 := 1
ε0
, on a J(uε) < J(w) + ε0d(w, uε), ∀w 6= uε,

et comme, ε0 < ε, donc on obtient

J(uε) < J(w) + εd(w, uε), ∀w 6= uε.

Aussi, de théorème II.1, on a que

J(uε) ≤ J(u0) < inf
X
J + ε2

0 < inf
X
J + ε,

ce qui implique que uε est un ε− minimiseur de J.

Corollaire II.1. ([5], [17])
Soit X est un espace de Banach J : X → R une fonctionnelle (s.c.i.), bornée inférieurement
et Gâteaux différentiable. Alors, pour tout ε > 0 et toute uε ∈ X tel que

J(uε) ≤ inf
X
J + ε,

il existe un point v dans X satisfaisant
(1) J(v) ≤ J(uε),
(2) ‖v − uε‖ ≤

√
ε , et

(3) ‖J ′(v)‖ ≤
√
ε.

Démonstration. Les relations (1) et (2) sont évidemment les (a) et (b) dans principe
variationnel d’Ekeland pour λ =

√
ε, tandis que pour (3), de la relation (c) on a, pour tout

w ∈ X et tout t > 0,
1
t
[J(v)− J(v + tw)] ≤

√
ε‖w‖.

Passant à la limite comme t tend vers 0, nous obtenons cela pour chaque w dans X

−〈J ′(v), w〉 ≤
√
ε‖w‖.

Cela vaut aussi pour −w, alors

|〈J ′(v), w〉| ≤
√
ε‖w‖,

et alors
‖J ′(v)‖ ≤ sup

‖w‖=1
|〈J ′(v), w〉| ≤

√
ε.
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II.2 Applications aux théorèmes de point fixe

Remarque II.2. Les relations (1) et (3) signifie que nous avons obtenu un (presque mini-
miseur) de J, qui est aussi un ( presque point critique ).

Corollaire II.2. [17] Soit J : X → R est un C1− fonctionnel qui est semi-continu inférieur
et (un) est une suite minimisante. Alors, il existe une autre suite minimisante (vn) tel que

(1) J(vn) ≤ J(un), pour tout n ∈ N
(2) lim

n→∞
‖un − vn‖ = 0, et

(3) lim
n→∞

‖J ′(vn)‖ = 0.

Démonstration. J bornée inférieurement implique que inf
X
J = c ∈ R. Alors lim

n→∞
J(un) = c

implique par propriété d’infimum et définition de limites que, il existe n0 tel que,

J(un) ≤ inf
X
J + 1

n2 , pour tout n > n0.

Alors par théorème II.1, il existe une suite (vn) tel que
(3) J(vn) ≤ J(un), pour tout n ∈ N
(4) ‖un − vn‖ ≤ 1

n
, et

(5) ‖J ′(vn)‖ ≤ 1
n
.

En prenant la limite lorsque n tend vers +∞ dans les deux cotés de (4) et (5), on obtient
le résultat.

II.2 Applications aux théorèmes de point fixe

En 1972, Ekeland a obtenu son fameux principe variationnel qui a conduit à de nom-
breuses applications notamment dans la théorie des points critiques. Maintenant, nous uti-
lisons le principe variationnel d’Ekeland pour déduire plusieurs théorèmes de points fixes.

On dit que x est un point fixe de f si f(x) = x.

II.2.1 Le théorème du point fixe de Caristi

Théorème II.6. (Caristi)[3] Soit J : X → R une fonctionnelle semi-continue inférieu-
rement bornée inférieurement. Soit f : X → X une fonction quelconque telle que

d(x, f(x)) ≤ J(x)− J(f(x)), pour tout x ∈ X.
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Alors f a un point fixe.

Maintenant, voici une démonstration du théorème de Caristi grâce à principe variation-
nel d’Ekeland.
Démonstration. D’après théorème II.6, supposons au contraire que v 6= f(v), ∀v, on
choisissons u ∈ X tel que

J(u) ≤ inf
x∈X

J(x) + 1.

Par le théorème II.4 il existe v ∈ X, pour tout x ∈ X et par l’hypothèse de théorème de
Caristi on a {

d(x, v) > J(v)− J(x), x 6= v,

d(v, f(v)) ≤ J(v)− J(f(v)).
Comme x 6= v, on pose x = f(v) on obtient{

d(f(v), v) > J(v)− J(f(v)),
d(v, f(v)) ≤ J(v)− J(f(v)).

Contradiction, on en déduit que f(v) = v est un point fixe.

II.2.2 Le théorème du point fixe de Banach

Définition II.1. Une fonction f : X1 → X2 où (X1, d1) et (X2, d2) sont des espaces
métriques, f est dite Lipschitzienne s’il existe k ∈ R tel que

d2(f(x), f(y)) ≤ kd1(x, y),

pour tout x, y ∈ X1. La plus petite valeur k satisfaisant cette propriété pour la fonction f

est appelée la constante de Lipschitz.
Si cette constante k est plus petite que 1, la fonction f est appelée une contraction avec
constante de contraction k.

Le théorème de point fixe le plus élémentaire et certainement le plus utilisé est le principe
de contraction de Banach.

Théorème II.7. (Principe de contraction de Banach)[3] Soit f : X → X une
contraction. Alors, f a un unique point fixe.
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Remarque II.3. La preuve est bien connue. Elle établit que toute suite {xn}n∈N définie
inductivement par xn+1 = f(xn) pour tout n ∈ N converge vers z = f(z). En ce qui
concerne l’unicité du point fixe, remarquons que toute contraction a au plus un point fixe.
En effet, nous obtenons la contradiction suivante en supposant l’existence de deux points
fixes distincts z1 et z2 pour une contraction f :

d(z1, z2) = d(f(z1), f(z2))

≤ kd(z1, z2)

< d(z1, z2).

Le théorème de Banach découle du théorème de Caristi. En voici la démonstration.
Démonstration. D’après théorème II.7, nous avons que

d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y), (II.2)

pour un k ∈ [0, 1). On pose : y = f(x) dans (II.2), on obtient

d(f(x), f 2(x)) ≤ kd(x, f(x))

⇒ d(f(x), f 2(x))− d(x, f(x)) ≤ (k − 1)d(x, f(x))

⇒ (1− k)d(x, f(x)) ≤ d(x, f(x))− d(f(x), f 2(x))

⇒ d(x, f(x)) ≤ 1
1−kd(x, f(x))− 1

1−kd(f(x), f 2(x)).

En appliquant le théorème de Caristi avec la fonctionnelle J(x) = 1
1−kd(x, f(x)) on déduit

que f a un point fixe.

Le théorème de Banach découle du théorème de principe variationnel d’Ekeland (EVP).
En voici la démonstration.
Démonstration. On suppose au contradiction qu’il n’existe pas un point fixe
on définie la fonctionnelle J par

J(x) := d(x, f(x)), pour tout x ∈ X.

On applique le théorème II.4 sur J avec ε ∈ (0, 1− k), on a y ∈ X telle que

J(x) + εd(x, y) ≥ J(y), pour tout x ∈ X \ {y}. (II.3)
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En particulier, on pose x = f(y) dans (II.3), donc, on a

J(y) ≤ J(f(y)) + εd(f(y), y)

⇔ d(y, f(y)) ≤ d(f(y), f 2(y)) + εd(y, f(y))

⇔ d(y, f(y)) ≤ (k + ε)d(y, f(y)).

Ce qui est impossible à tenir avec d(y, f(y)) > 0 puisque k + ε < 1.
Donc d(y, f(y)) = 0, c’est-à-dire f(y) = y. Ainsi, y doit être un point fixe.

II.2.3 Théorème minimization de Takahashi

Le théorème de Takahashi découle du théorème de principe variationnel d’Ekeland
(EVP).

Théorème II.8. (Théorème minimization de Takahashi)[7] Soit (X, d) un espace
métrique complet et J : X → R∪{+∞} une fonctionnelle propre, semi-continue inférieur,
et bornée inférieurement. Supposons que, pour chaque x0 ∈ X avec inf

x∈X
J(x) < J(x0), il

existe z ∈ X tel que z 6= x0 et

J(z) + d(x0, z) ≤ J(x0).

Alors, il existe x ∈ X tel que J(x) = inf
x∈X

J(x), c’est-à-dire que x est une solution de
problème d’optimisation.

Démonstration. Maintenant, nous prouvons théorème II.8 en utilisant théorème II.4. Par
théorème II.4, pour tous ε > 0 et λ = 1, il existe x ∈ X tel que

J(x) < J(x) + εd(x, x), ∀x ∈ X avec x 6= x. (II.4)

On montre que J(x) = inf
x∈X

J(x).
Supposons au contraire qu’il existe x ∈ X tel que J(x) > inf

x∈X
J(x).

Par hypothèse de théorème minimization de Takahashi, il existe v ∈ X tel que v 6= x et

J(v) + d(x, v) ≤ J(x). (II.5)
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Posons : x = v dans (II.4), alors on a

J(x) < J(v) + εd(v, x), ∀v ∈ X avec v 6= x.

et
J(v) + d(x, v) ≤ J(x), pour ε = 1.

On obtient une contradiction. Par conséquent, nous devons avoir J(x) = inf
x∈X

J(x).

Remarque II.4. Le théorème de Caristi II.6 et le théorème de minimization de Takahashi
II.8 sont équivalent le principe variationnel d’Ekeland II.1, pour plus détail voir ([7], [14]).
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Chapitre III

Existence de solutions pour un
problème aux limites de second ordre
sur la demi-droite par le principe

variationnel d’Ekeland

Dans ce chapitre, nous présenterons un application de principe variationnel d’Ekeland
pour résolution d’équations différentielles et nous choisirons comme exemple l’article suivant
voir [2]. C’est un bon exemple pour étudé l’existence de solutions à un problème aux limites
du second ordre.

III.1 Introduction

Nous considérons le problème de Dirichlet suivantes :{
−u′′(x) + u(x) = λq(x)f(x, u(x)), x ∈ [0,+∞),
u(0) = u(+∞) = 0. (III.1)

Où f : [0,+∞)× R −→ R est une fonction continue et λ est un paramètre positif.

On suppose que les conditions suivantes sont vérifies.

(H0) il existe des constantes a, b ∈ R+ \ {0} et θ ∈ (0, 1) tel que

|f(x, u)| ≤ a|u|θ + b, ∀x ∈ R+, ∀u ∈ R,

(H1) p : [0,+∞) −→ (0,+∞) est continuement différentiable et borné,

q : [0,+∞) −→ R+, avec q ∈ L1[0,+∞) ∩ L∞[0,+∞), q
pθ
, q
p2 ∈ L1[0,+∞),

M0 =
+∞∫
0
q(x)

(
+∞∫
x

ds
p(s)

)
dx < +∞, et M = max(‖p‖L2 , ‖p′‖L2) < +∞.
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III.2 préliminaires

(H2) f(x, 0) = 0, lim
u→0

f(x, u)
u

= +∞, uniformément pour x ∈ [0,+∞).

Soit l’espace H1
0 (0,+∞) est défini par

H1
0 (0,+∞) =

{
u measurable : u, u′ ∈ L2(0,+∞), u(0) = u(+∞) = 0

}
,

muni de sa norme naturelle

‖u‖ =
 +∞∫

0

u2(x)dx+
+∞∫
0

u′2(x)dx


1
2

,

associé au produit scalaire

(u, v) =
+∞∫
0

u(x)v(x)dx+
+∞∫
0

u′(x)v′(x)dx.

Soit

Cl,p[0,+∞) = {u ∈ C([0,+∞),R) : lim
x→+∞

p(x)u(x) existe }

muni de la norme

‖u‖∞,p = sup
x∈[0,+∞)

p(x)|u(x)|.

On considère l’espace

L2
q(0,+∞) = {u : (0,+∞)→ R mesurable tel que √qu ∈ L2(0,+∞)},

équipé de la norme

‖u‖L2
q

=
 +∞∫

0

q(x)u2(x)dx


1
2

.

III.2 préliminaires

Nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme III.1. [11] H1
0 (0,+∞) s’injecte de manière continue dans Cl,p[0,+∞), i.e.

H1
0 (0,+∞) ↪→ Cl,p[0,+∞).
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III.2 préliminaires

Démonstration. Pour u ∈ H1
0 (0,+∞), nous avons

|p(x)u(x)| = |p(+∞)u(+∞)− p(x)u(x)| =
∣∣∣∣∫ +∞

x
(pu)′(s)ds

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ +∞

x
p′(s)u(s)ds

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ +∞

x
p(s)u′(s)ds

∣∣∣∣
≤

 +∞∫
0

p′2(s)ds


1
2
 +∞∫

0

u2(s)ds


1
2

+
 +∞∫

0

p2(s)ds


1
2
 +∞∫

0

u′2(s)ds


1
2

≤ 2 max(‖p′‖L2 , ‖p‖L2)‖u‖.

Alors
‖u‖∞,p ≤ 2M‖u‖.

Lemme III.2. [11] H1
0 (0,+∞) s’injecte de manière compacte dans Cl,p[0,+∞), i.e.

H1
0 (0,+∞) ↪→↪→ Cl,p[0,+∞).

Pour prouver que H1
0 (0,+∞) s’injecte de manière compacte dans Cl,p[0,+∞), nous

avons besoin au critère de compacité du Corduneanu suivant (lemme I.1) et lemme III.3
(voir [1] dans chapitre I et lemme 2.3 dans [11]).

Lemme III.3. ( [11], [12]) Soit D ⊂ Cl,p([0,+∞),R) est un ensemble bornée. Alors D
est relativement compact si les conditions suivantes sont satisfaites :
(a) D est équicontinu sur tout sous-intervalle compact de R+, i.e.

∀ J ⊂ [0,+∞) compact, ∀ ε > 0, ∃ δ > 0, ∀x1, x2 ∈ J :

|x1 − x2| < δ =⇒ |p(x1)u(x1)− p(x2)u(x2)| ≤ ε,∀u ∈ D,

(b) D est équiconvergent à +∞ i.e.,

∀ ε > 0,∃T = T (ε) > 0 tel que

∀x : x ≥ T (ε) =⇒ |p(x)u(x)− (pu)(+∞)| ≤ ε, ∀u ∈ D.
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III.2 préliminaires

Démonstration.
Il est facille de voir que D′ = {v : v(x) = p(x)u(x), u ∈ D} ⊆ Cl satisfaites les conditions
de lemme I.1. Ainsi il existe une suite {vn} ⊂ D′ et v0 ∈ Cl telle que lim

n→+∞
‖vn− v0‖Cl = 0.

Soit un(x) = 1
p(x)vn(x) pour n = 1, 2, ..., et u0(x) = 1

p(x)v0(x). Évidemment, {un} ⊂ D, u0 ∈
Cl,p et lim

n→+∞
‖un − u0‖Cl,p = lim

n→+∞
‖vn − v0‖Cl = 0.

Maintenant on peut démontré le lemme III.2.
Démonstration. Soit D ⊂ H1

0 (0,+∞) est un ensemble bornée. Alors il est bornée dans
Cl,p[0,+∞) par lemme III.1. Soit R > 0 telle que pour tout u ∈ D, ‖u‖ ≤ R. Nous allons
appliquer lemme III.3.

(a) D est équicontinu pour tout sous-intervalle compact de [0,+∞). Soit u ∈ D et x1, x2 ∈
J ⊂ [0,+∞) où J est un sous intervalle compact. On utilisant l’inégalité de Cauchy-
Schwartz, on a

|p(x1)u(x1)− p(x2)u(x2)| =
∣∣∣∣∫ x1

x2
(pu)′(s)ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ x1

x2
p′(s)u(s) + u′(s)p(s)ds

∣∣∣∣
≤

 x1∫
x2

p′2(s)ds
 1

2
 x1∫
x2

u2(s)ds
 1

2

+
 x1∫
x2

p2(s)ds
 1

2
 x1∫
x2

u′2(s)ds
 1

2

≤ 2 max


 x1∫
x2

p′2(s)ds
 1

2

,

 x1∫
x2

p2(s)ds
 1

2
 ‖u‖

≤ 2Rmax


 x1∫
x2

p′2(s)ds
 1

2

,

 x1∫
x2

p2(s)ds
 1

2
 −→ 0,

comme |x1 − x2| → 0.

(b) D est équiconvergent à +∞. Pour x ∈ [0,+∞) et u ∈ D, en utilisant le fait que
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III.2 préliminaires

(pu)(+∞) = 0 (note u(∞) = 0 et p est bornée) et utilisant l’inégalité Cauchy-Schwartz.
On a

|(pu)(x)− (pu)(+∞)| =
∣∣∣∣∫ +∞

x
(pu)′(s)ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ +∞

x
p′(s)u(s) + u′(s)p(s)ds

∣∣∣∣
≤ 2 max


 +∞∫

x

p′2(s)ds


1
2

,

 +∞∫
x

p2(s)ds


1
2
 ‖u‖

≤ 2Rmax


 +∞∫

x

p′2(s)ds


1
2

,

 +∞∫
x

p2(s)ds


1
2
 −→ 0,

quand x→ +∞.

Lemme III.4. Cl,p[0,+∞) s’injecte de manière continue dans L2
q(0,+∞).

Démonstration. Pour tous u ∈ Cl,p[0,+∞) on a

‖u‖2
L2
q

=
+∞∫
0

q(x)u2(x)dx

=
+∞∫
0

q(x)
p2(x)p

2(x)u2(x)dx

≤ c‖u‖2
∞,p,

où c = ‖ q
p2‖L1 . Alors ‖u‖L2

q
≤
√
c‖u‖∞,p.

Corollaire III.1. H1
0 (0,+∞) s’injecte de manière compacte dans L2

q(0,+∞).

Nous sommes maintenant intéressés par la première valeur propre λ1 du problème linéaire :{
−u′′(x) + u(x) = λq(x)u(x), x ≥ 0 ;
u(0) = u(+∞) = 0, (III.2)

à savoir
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III.2 préliminaires

λ1 = inf
u∈H1

0\{0}

‖u‖2

‖u‖2
L2
q

·

Lemme III.5. λ1 est positif et atteint pour une fonction positive ϕ1 ∈ H1
0 (0,+∞) \ {0}.

Démonstration. Nous procédons comme dans [9]. Pour u ∈ H1
0 (0,+∞), soit I1(u) = ‖u‖2,

I2(u) = ‖u‖2
L2
q
, et définir la fonctionnelle Q : H1

0 (0,+∞) \ {0} → R par

Q(u) = I1(u)
I2(u) ·

Alors
λ1 = inf

u∈H1
0\{0}

Q(u).

Soit u ∈ H1
0 (0,+∞). D’aprés le corollaire III.1, nous avons ça λ1 ≥ 1

‖p‖∞M0
> 0. En effet,

pour x > 0, note

|u(x)|2 =

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
x

u′(s)ds

∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
x

√
p(s)u′(s) 1√

p(s)
ds

∣∣∣∣∣∣
2

≤

 +∞∫
x

p(s)u′2(s)ds
 +∞∫

x

ds

p(s)


≤

 +∞∫
0

p(s)u′2(s)ds
 +∞∫

x

ds

p(s)

 ,
et donc,

q(x)u(x)2 ≤

 +∞∫
0

p(s)u′2(s)ds
q(x)

+∞∫
x

ds

p(s)

 ,
qui donne

‖u‖2
L2
q
≤ ‖p‖∞M0‖u‖2,

et

λ1 = inf
u∈H1

0\{0}

‖u‖2

‖u‖2
L2
q

≥ 1
‖p‖∞M0

> 0·
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III.3 Le résultat principal

Soit (un) une suite minimisante. Puisque (|un|) est une suite minimisante pour Q, on peut
supposer que un(x) ≥ 0, pour x ∈ [0,+∞). De plus, la fonctionnelle Q satisfait Q(αu) =
Q(u), pour chaque α ∈ R. En mettant ũn = un

‖u‖
L2
q

, pour chaque n, on peut supposer que
‖un‖L2

q
= 1. On remarque que

lim
n→+∞

Q(un) = inf
u∈H1

0\{0}
Q(u) = λ1, donc la suite (Q(un)) est bornée. A partir de cela et

puisque Q(un) = ‖un‖2, on en déduit que (un) est borné dans H1
0 . Alors à partir de lemme

III.2 et la réflexivité et la séparabilité de l’espace H1
0 , il existe une sous-suite (unk) de (un)

tel que, comme k → +∞,

{
unk ⇀ u, dans H1

0 ;
unk → u, dans Cl,p,

donc unk(x) → u(x), pour tous x ∈ [0,+∞). D’après lemme III.4, (unk) converge en la
norme vers u dans L2

q. Par conséquent ‖u‖L2
q

= 1 et u(x) ≥ 0, pour x ∈ [0,+∞). Enfin, la
faible semi-continuité inférieure de la norme permet que

Q(u) = I1(u) ≤ lim inf
k
I1(unk) = lim inf

k
Q(unk) = λ1,

alors u ∈ H1
0 \ {0} et Q(u) = λ1.

III.3 Le résultat principal

On note F la primitive de f en ce qui concerne sa seconde variable, i.e. F (x, u) =
u∫
0
f(x, s)ds. La fonctionnelle correspondant à (III.1) est

J(u) = 1
2

+∞∫
0

(
u′2(x) + u2(x)

)
dx− λ

+∞∫
0

q(x)F (x, u(x))dx, u ∈ H1
0 (0,+∞).
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III.3 Le résultat principal

Proposition III.1. Supposons que la condition (H0) soit vérifiée. Alors la fonctionnelle J
est continuement différentiable. Le dérivé de Fréchet de J admet une forme

〈J ′(u), ϕ〉 =
+∞∫
0

(
u′(x)ϕ′(x) + u(x)ϕ(x)

)
dx− λ

+∞∫
0

q(x)f(x, u(x))ϕ(x)dx.

Démonstration. D’abord, nous montrons que J est Gâteaux-differentiable. En effet, pour
tout v ∈ H1

0 (0,+∞), et pour tout t > 0, nous avons

J(u+ tv)− J(u) = 1
2

+∞∫
0

(|(u+ tv)′|2 + |u+ tv|2)dx− λ
+∞∫
0

q(x)F (x, u+ tv)dx

− 1
2

+∞∫
0

(|u′|2 + |u|2)dx+ λ

+∞∫
0

q(x)F (x, u)dx

= t2

2

+∞∫
0

|v′|2dx+ t2

2

+∞∫
0

|v|2dx+ t

+∞∫
0

u′v′dx

+ t

+∞∫
0

uvdx− λ
+∞∫
0

q(x)
[
F (x, u+ tv)− F (x, u)

]
dx

= t2

2

+∞∫
0

|v′|2dx+ t2

2

+∞∫
0

|v|2dx+ t

+∞∫
0

u′v′dx

+ t

+∞∫
0

uvdx− tλ
+∞∫
0

q(x)f(x, u+ tθv)vdx.

Où 0 < θ < 1 (d’après le théorème de la valeur moyenne). On obtient que

J(u+ tv)− J(u)
t

= t

2

+∞∫
0

|v′|2dx+ t

2

+∞∫
0

|v|2dx+
+∞∫
0

u′v′dx

+
+∞∫
0

uvdx− λ
+∞∫
0

q(x)f(x, u+ tθv)vdx.

Soit t → 0. D’après l’hypothèse (H0) et le théorème de convergence dominé de Lebesgue
garantit que

〈Au, v〉 =
+∞∫
0

(
u′v′ + uv

)
dx− λ

+∞∫
0

q(x)f(x, u)vdx, ∀v ∈ H1
0 (0,+∞).

Facilement de voir que Au est une forme linéaire et continue. Ensuite, nous montrons que
A est continu. En effet, Soit {un} ⊂ H1

0 (0,+∞), où un → u, quand n→ +∞. Il en résulte
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III.3 Le résultat principal

de (H0), que

q(x)|f(x, un(x))| ≤ aq(x)|un|θ + bq(x)

≤ a sup
x∈[0,+∞)

|(pun)(x)|θ
∣∣∣∣ q(x)
pθ(x))

∣∣∣∣+ bq(x)

= a‖un‖θ∞,p
∣∣∣∣ q(x)
pθ(x))

∣∣∣∣+ bq(x) ∈ L1(0,+∞).

Ensuite, à partir du théorème de convergence dominé de Lebesgue, nous obtenons

lim
n→+∞

+∞∫
0

q(x)f(x, un(x))dx =
+∞∫
0

q(x)f(x, u(x))dx.

Donc, nous avons

〈Aun − Au, v〉 =
+∞∫
0

(
u′nv

′ + unv
)
dx− λ

+∞∫
0

q(x)f(x, un)vdx

−
+∞∫
0

(
u′v′ + uv

)
dx+ λ

+∞∫
0

q(x)f(x, u)vdx

=
+∞∫
0

[
(u′n − u′)v′ + (un − u)v

]
dx

− λ

+∞∫
0

q(x)(f(x, un)− f(x, u))vdx

passant à la limite en 〈Aun − Au, v〉, quand n → +∞, et utilisant l’hypothèse (H0) et le
théorème de convergence dominé de Lebesgue, on obtient que Aun → Au, quand n →
+∞.
Conclusion : J est de classe C1(H1

0 (0,+∞),R) de plus

〈J ′(u), v〉 =
+∞∫
0

(
u′v′ + uv

)
dx− λ

+∞∫
0

q(x)f(x, u)vdx, ∀v ∈ H1
0 (0,+∞).

Définition III.1. On dit que u ∈ H1
0 (0,+∞) est une solution faible du problème (III.1) si

pour tout ϕ ∈ H1
0 (0,+∞), on a

〈J ′(u), ϕ〉 =
+∞∫
0

(
u′(x)ϕ′(x) + u(x)ϕ(x)

)
dx− λ

+∞∫
0

q(x)f(x, u(x))ϕ(x)dx = 0.

Remarque III.1. Puisque le terme non linéaire f est continu, une solution faible du pro-
blème (III.1) est une solution classique.
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III.3 Le résultat principal

Théorème III.1. Supposons que (H0), (H1) et (H2) sont satisfait. Alors le problème (III.1)
possède au moins une solution uλ pour chaque λ ∈

(
0, 1
‖p‖∞M0

)
.

Démonstration. On utilise la formule lim
u→+∞

f(x, u)
u

= 0 qui résulte de (H0), ∃δ1 > 0 tel
que

|F (x, u)| ≤ 1
2u

2, pour tout |u| > δ1;

et de (H0) que ∃M1 > 0 tel que

|F (x, u)| ≤M1, pour tout u ∈ [−δ1, δ1], et pour tout x ∈ (0,+∞).

Par conséquent, nous en déduisons

|F (x, u)| ≤M1 + 1
2u

2, pour tout u ∈ R, et pour tout x ∈ [0,+∞). (III.3)

Maintenant, on utilise (III.3) en même temps avec (H1), donc, il donne (noter aussi l’in-
jection continue de H1

0 (0,+∞) dans L2
q(0,+∞)) (i.e., ‖u‖2

L2
q
≤ ‖p‖∞M0‖u‖2 pour u ∈

H1
0 (0,+∞) voir lemme III.5)

J(u) = 1
2‖u‖

2 − λ
+∞∫
0

q(x)F (x, u(x))dx

≥ 1
2‖u‖

2 − λ
+∞∫
0

q(x)
(
M1 + 1

2u
2(x)

)
dx

= 1
2‖u‖

2 − λM1

+∞∫
0

q(x)dx− λ

2‖u‖
2
L2
q

≥ 1
2(1− λ‖p‖∞M0)‖u‖2 − λM1‖q‖L1 .

Ainsi, il existe ρ >
(

2λM1‖q‖L1
1−λ‖p‖∞M0

) 1
2
> 0 avec

J(u) > 0, si ‖u‖ = ρ, et puis inf
u∈∂Bρ(0)

J(u) > 0,

et J(u) ≥ −C2, si ‖u‖ ≤ ρ, où C2 = λM1‖q‖L1 . Puis la fonctionnelle J est borné infèrieu-
rement sur Bρ(0).
Soit ϕ1 ∈ H1

0 défini comme dans lemme III.5. On situer λ dans (0, 1
‖p‖∞M0

), et on prend
M2 = λ1

λ
. Alors d’après (H2), il existe δ2 > 0 tel que

F (x, u) ≥M2|u|2, pour tout − δ2 < u < δ2. (III.4)
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La fonction ϕ1 est continue sur [0,+∞) (on remarque que ϕ1 ∈ H1
0 (0,+∞)) et ϕ1(0) =

ϕ1(+∞) = 0, alors supx∈[0,+∞) ϕ1(x) ≤ c? pour certains c? > 0. Par conséquent, pour
chaque 0 < t < δ2

c?
, et (III.4), on a

J(tϕ1) = t2

2 ‖ϕ1‖2 − λ
+∞∫
0

q(x)F (x, tϕ2
1(x))dx

≤ t2

2 ‖ϕ1‖2 − λM2t
2

+∞∫
0

q(x)ϕ2
1(x)dx

= t2

2 ‖ϕ1‖2 − λM2t
2

λ1
‖ϕ1‖2

= t2

2 ‖ϕ1‖2 − t2‖ϕ1‖2 = −t
2

2 ‖ϕ1‖2 < 0.

Ainsi, lorsque t→ 0, nous avons J(tϕ1) < 0. Puis on en déduit

inf
u∈Bρ(0)

J(u) < 0 < inf
u∈∂Bρ(0)

J(u). (III.5)

En appliquant le principe variation d’Ekeland (théorème II.5 ) dans l’espace métrique
complet Bρ(0), il y a une suite (un) ⊂ Bρ(0) tel que

J(un) ≤ inf
u∈Bρ(0)

J(u) + 1
n
, J(un) ≤ J(w) + 1

n
‖w − un‖, ∀w ∈ Bρ(0).

D’après (III.5), un 6∈ ∂Bρ(0). Ainsi, ∀n ∈ N \ {0} un ∈ Bρ(0) et si on met, w = un + th,
pour tout t > 0, h ∈ H1

0 (0,+∞), et n ∈ N \ {0}, alors w = un + th appartient à la boule
ouverte Bρ(0) quand t→ 0, et alors J(un) ≤ J(un + th) + 1

n
t‖h‖, alors

J(un)− J(un + th)
t

<
1
n
‖h‖,

et nous avons
−〈J ′(un), h〉 ≤ 1

n
‖h‖, pour tout n ∈ N \ {0},

si on mettre w = un − th, alors nous avons obtenu 〈J ′(un), h〉 ≤ 1
n
‖h‖, ∀n ∈ N \ {0}. Par

conséquent
sup
‖h‖≤1

|〈J ′(un), h〉| ≤ 1
n
, pour tout n ∈ N \ {0}.
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III.3 Le résultat principal

Pour cette raison, nous avons

‖J ′(un)‖ → 0, et J(un)→ cλ quand n→ +∞,

où cλ représente l’infimum de J(u) sur Bρ(0). Puisque (un) est borné et Bρ(0) est un
ensemble convexe fermé, il existe uλ ∈ Bρ(0) ⊂ H1

0 (0,+∞) tel que


un → uλ, faiblement dans H1

0 (0,+∞) ;

un → uλ, fortement dans Cl,p[0,+∞) ;

un(x)→ uλ(x), pour p.p. dans (0,+∞).

Par conséquent, si nous passons à la limite en 〈J ′(un), ϕ〉, lorsque n→ +∞, nous utilisons
le théorème de convergence dominé de Lebesgue qui donne

+∞∫
0

(
u′λ(x)ϕ′(x) + uλ(x)ϕ(x)

)
dx− λ

+∞∫
0

q(x)f(x, uλ(x))ϕ(x)dx = 0,

pour tout ϕ ∈ H1
0 (0,+∞), c’est-à-dire, 〈J ′(uλ), ϕ〉 = 0 pour tout ϕ ∈ H1

0 (0,+∞). Ainsi uλ
est un point critique du J, qui est une solution classique de notre problème.

Exemple III.1. Soit f(x, u) = u
1
5 , q(x) = e−kx, p(x) = e−

1
3kx, où k > 0 une constante.

Ensuite, nous obtenons

∀x ∈ R+,∀u ∈ R+ : |f(x, u)| = |u 1
5 | ≤ |uθ|+ 1, où θ ∈

(1
2 , 1

)
,

et aussi, on a(
q

p
1
2

)
(x) = e−

5
6kx,

(
q

p2

)
(x) = e−

1
3kx ∈ L1, et q ∈ L1[0,+∞) ∩ L∞[0,+∞).

Remarquons que les conditions (H0), (H1) et (H2) sont satisfait. Donc le théorème III.1
peut maintenant être appliqué.
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Conclusion

Dans ce travail, on a étudié le principe variationnel d’Ekeland et quelques théories et
on étudié un problème aux limites d’ordre deux posés sur l’intervalle non borné [0,+∞)
par des méthodes variationnelles, ainsi que le principe variationnel d’Ekeland (EVP).

Dans le premier chapitre, on a donné quelques outils de base, qui sont nécessaires pour
ce travail, comme la théorie des points critiques, la différentiabilité d’un opérateur dans
l’espace de Banach et un lemme de compacité (C. Corduneanu).

Dans le deuxième chapitre, notre objectif était de montrer le principe variationnel
d’Ekeland (version forte) et quelques corollaires dérivées. Aussi nous avons déterminer l’im-
pliquation de EVP à des théorèmes du point fixe de Banach et de Caristi et de théorème
de minimisation de Takahashi.

En fin, on a étudié l’existence de solutions pour le problèmes aux limites,

{
−u′′(x) + u(x) = λq(x)f(x, u(x)), x ∈ [0,+∞),
u(0) = u(+∞) = 0.

Notre approche est variationnelle, nous avons utilisé le principe variationnel d’Ekeland et
les solutions sont obtenues comme des minimums ou des points critiques d’une certaine
fonctionnelle.
Nous prévoyons dans le futur d’essayer d’améliorer certains résultats de ce problème.
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